Théoreme de Sylow

Exemple — L’ensemble T' des matrices triangulaires supérieures a diagonale de
1 est un p-Sylow de GL,, (F,,).

En effet, GL, (F,) est en bijection avec I’ensemble des bases de F?, ce qui donne

n—1 n—1
|GL,, (Fp)| = H(pn —p) = (sz> m — pn(n—1)/2m

=0 =0
avec pfm

n—1

et |T| _ sz _ pn(n—l)/2‘

=1

Lemme — On suppose |G| = n = p®m avec p t m.
Soit H un sous-groupe de G et S un p-Sylow de G.
Alors il existe a € G tel que aSa™ N H est un p-Sylow de H.

DEMONSTRATION

Soita € G.

G opere sur G/S (quotient a droite) par translation a gauche. Pour cette action, le
stabilisateur de aS € G/S estaSa™' C G.

H opere aussi sur G/S et, pour cette action, le stabilisateur de a5 est aSa ' NH.

Comme aSa~! est un p-groupe et chaque a.Sa~' N H est un de ses sous-groupes,
les aSa~' N H sont des p-sous-groupes de H.

On suppose que pour tout a € G, |[H/aSa™ N H| est divisible par p.

Comme G/S = U (orbite de aS par action de H), on a
aSeG/S

|G/S| = Z |H - aS| = Z |H/a5a_1ﬂH‘ divisible par p.
aSeG/S aSeG/S
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Contradiction.

Il existe a € G tel que |H/aSa™' N H|n’est pas divisible par p, ce qui est suffisant
pour conclure. 0

Théoreme
Si |G| =n = p*m avec p 1 m alors G a un p-Sylow.

DEMONSTRATION

D’apres le théoreme de Cayley, G s’injecte dans &,,, qui s’injecte lui-méme dans
GL,, (F,). On a vu plus tot que GL,, (F,,) admet un p-Sylow S. Alors d’apres le
lemme, G admet un p-Sylow. O

Théoreme
Soit G groupe de cardinal n = p*m avec p { m. Alors

e pour tout p-sous-groupe H de G, il existe un p-Sylow S de G tel que H C S
o tous les p-Sylow de G sont conjugués (on note leur nombre k)

o kdivisemetk =1 p).

DEMONSTRATION

e Soit H un p-sous-groupe de G.
D’apres le théoreme précédent, il existe un p-Sylow S de G.
D’apres le lemme, il existe a € G tel que aSa~' N H est un p-Sylow de H.
Comme H est un p-groupe, aSa~' N H = H soit H C aSa™' qui est aussi un
p-Sylow.

e Soit H un p-Sylow de G.
D’apres précédemment, il existe a € G tel que H C aSa™'.
Par un argument de cardinal, H = aSa™*.

e Comme on a une bijection entre G /Stabg(.S) et Iorbite de S pour I’action de
G sur I’ensemble X des p-Sylow de G.
Or d’apres le point précédent, I’ orbite de S coincide avec X.
En passant au cardinal, n = |G| = [Stabg(5)| - k d’ou k | n.

On considere I’action d’un p-Sylow S de G sur X. Comme S est p-groupe,

fix(S)| = | X] [p].
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Soit T" € fix(.S).

On pose N = ST.Comme N C G, S et T sont des p-Sylow de N.
Comme 7" € fix(S), T' < N et d’apres le deuxieme point, 7' = S.
Donc fix(S) = {S}.

On conclut | X| = 1 [p] et on en déduit que k | m. O
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